Mathematik verstehen 7. GeoGebra, Technologietraining Losungen

G 1.02 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
— 15 7 _ _
T T i
1 Tl =3+ 2 2-T-12 it
@ + f(x):=x* 42 -Tx—12
3 Fakiorisiere(f)
-+ (x+3) (xz—x—dj
_l«
Lise(x"2-x-4=0%) v
3
—/ 17T+ 1 V17T +1
—+ X = '.'x =
2 2
Laze(f(x)=0x)
4
{ —VIT +1 VIT + 1} B
—+ X = —3, X = . X =
2 2
Eingabe: @
G 1.03 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
— 15 7 _ —
M
; flx)=2003-11x42+3x+30 i
® |- f(x):=2x—-11x2+3x+30
5 Faktorisiere(f)
=~ (2x=5)(x*=3x—6)
=14
Lise("2-3%-6=0)| [a] =
3
—+/33+3 v3i3 +3
—+ X = ,x =
2 2
Lase(f(x)=0x)
4
_-v3343 5 _VEB43| |
- 2 T2t 2
Eingabe: @
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G 1.04 Date Bearbeite Ansich Einstellung Werkzeut Fenste Hilfe

(=] (O™

- »1

T

15 _
3+5 X=

=]

*

iy =t 3+ 300 2-2n-4 —

L] - f(x):=x3+3x2—2x—4

3 Qxy=xt3+3x2-2-5

- g(x) = +3x2—2x-5 4

m

Faktorisiere(f)

+ (x+1) (xz—|—2 x—4)

4 Faktorisiere(g)

-+ 1:3—|—3 XX _—2x—5

Eingabe: (1)

Die linke Seite der zweiten Gleichung kann Uber den rationalen Zahlen nicht faktorisiert werden.
Daher gibt GeoGebra den Term fir g unverandert aus. Um die Gleichung zumindest
naherungsweise zu ldsen, muss man zu numerischen Methoden greifen, z.B. den Graphen der
Funktion g im Grafikfenster betrachten und seine Schnittpunkte mit der ersten Achse

bestimmen.
G105 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

— — 15 7 — —

- .I_ -\7-"
1 fix) =hd-dxt 32 +16x-12 s
e + f(x)i=xt =43 —xP 16 x—12 =<:]
2 Faktarisiera(f) | 3

+ (x=3)(x—=2)(x—1) (x+2)
Eingabe: 1)
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G 1.06 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
15 7 — —
[=10= Il e P~ # el
vor o
1 i) =g+ A 3-1 4t 2-30+14 i
] -+ f(x) =xt 44 14 -3 x4+14
2 Faktaorisiere(f) . q
- (x=2)(x+1) (2 +5x—T7)
Lise(x2+5x-7=01x)
3
x_—vﬁ —h x_v’E -5 b
N 2 2
Eingabe:| @
G 1.07 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
—_— 15 7 — —
|| = | v 1l 5 IO ™ H x=| x=
YT i
1 flw) =" d+6x 3+ 0pnd-3n-14 ol
I | 3 2
® + f(x) :=x"4+6x"4+10x"—3x—14
5 Faktorisiere(f) = 4
- (x=1)(x+2) (P +5x4+7)
3 Lise(x"2+bx+7=0x) |
Eingabe: 6,

Die einzigen (reellen) Losungen sind 1 und —2. Die in Zeile 3 eingegebene Gleichung besitzt
keine reelle Losung, daher gibt GeoGebra das Symbol { } aus.
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G 1.10 Datei Bearbeiten Ansicht Einstelluingen Werkzeuge Fenster Hilfe
] IS AN > L e
L % ®* /J‘ — v ®-a OJ‘ ‘{‘a . ™y ‘$’-a ‘:‘
b Algebra ) | » Grafik B
® A=(-30
® B=(-2,0)
® C=(1,0)
® D=(1,0)
® E={1.44,2.06) E
® f(x) = 0.12x" +0.62 x* +0.62 x> — 0.62 x — 0.74
® a=017
glx) = (x+3) (x+2) (x+1) (x—1)
® hix) =017 (x+3) (x+2)(x+1) (x—1) 4
® Text1="h(x)=aaq(x)"
2
6 = a gl |
f
<« | i 3
Eingabe: @

G 2.02 Bei a = 1 wird die Gerade k nicht angezeigt, und im Algebrafenster steht ,k undefiniert®. Das
CAS zeigt anstelle der mittleren Anderungsrate ein Fragezeichen. Das riihrt daher, dass die
mittlere Anderungsrate, d.h. die Steigung der Geraden k, fir a = 1 auf den (sinnlosen) Bruch 0/0
fuhrt.

1

G 2.03 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
-

E et IR [o] | [[@2) NN

v v -
» Algebra B[ » cas B | » Grafik = X

_x_x _x (@1 a-1)
fl) = 8 6 2 +2 ! 25 a=277
a=277 - 0.30203 P
A={1,0)
B=(2.77,0) 5
g:x=1
h:x=277
C={1,1.45833)
D=(2.77,1.00202)
i=1.45833
j=1.99292
K: -0.534509% + 1.77y = 2.04666
steigung = 0.30203

A
°

a=2
——
)

<

v

v

steigung = ¢

[}
]
[}
(]
[}
[}
1 ¥
[}
[}
]
[}
[}
[}

o0&

Eingabe: ¥ @
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G204 Datei Bearbeiter Ansichl Einstellunge Werkzeug Fenstel Hilfe
‘ ' — 15 7 _
A 1
)= 18- 6-x/2+2 ol
1
1 1 1
@ . — 3 = 2 =
fi(x) : P x+2
aend1:=(f{q}-f{1)Ma-1)
2 1, 1 13
-+ aendl := 39 "9 5
Faktorisiere(f{q)-f(1)) 24
3 3¢q°—q—13
+ (q—1).29 —-9—-77
(a—1) T
aend2:=(3q"2-q-13y24
4 1 3
-+ aend? := 2 (3q°—q—13)
{Ersetze(aend,q,1),Ersetze(aend2,q,13}
5 L
11 11
247 24
Eingabe:| | @

G 2.05 Date Bearbeite Ansich Einstellung Werkzeug Fenste Hilfe
‘ ' 15 7 —
vor o

1 g(x):=2x"3-x"2+5x-2 i
- + g(x) =2 -2 45x-2
aend1:=(ag(h)-g(0)}/h
2
-+ aendl :=2h —h+5
Faktariziere(g(h) - g{0)) E 4
3
-~ h(2h*—h+5)
aend2:=2h"2-h+5
4
-+ aend2 :=2h’—h+5
5 {Ersefze(aend,h,0) Ersefzelaend2 h,0)} | —
- {575} i
Eingabe:| @
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G207 | pat Bearbe Ansii Einstellu Werkze Fens Hil
—1 _ =N :
=l =|v3.s ”\[ ))

- T HE
W) =sin (X m
.1
sin( x
o - w(x) 1= sin(x) L q
X
=2 Grenzwertiwix),x0) —
—_ 1 i
Eingabe: (7]

G 2.08 Sobald die x-Koordinate des Punktes A gleich 0 ist, ist er im Grafikfenster nicht mehr zu sehen,
und im Algebrafenster steht ,A undefiniert®. Das ruhrt daher, dass der Punkt A = (0,1) gar nicht
zum Graphen der Funktion w gehort: Die Funktion w ist ja nur fiir x # 0 definiert.

G 2.09 Dat Bearbe Ansit Einstellul Werkze Fens Hill

— i 15 7.
=] = ‘ v ol )
- .I_ HE
- fixy=sqrt(x+ 1) b
® | - f(x):= x+1
(FOO-FCT N Ge-1) 4
2 =
V2 +vx+1
x—1
Grenzwert(52 x,1)
3 &
1
- V2
4 -
Eingabe: (2)

Es handelt sich um den Grenzwert der mittleren Anderungsrate von fim Intervall [1,x] (falls x >
1) bzw. [x,1] (falls x < 1) fir x — 1. Er ist gleich der Ableitung der Funktion f an der Stelle 1 und
damit gleich der Steigung der Tangente an den Graphen von fim Punkt (1, f(1)).
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G2.10 Date Bearbeitel Ansich’ Einstellunge Werkzeug Fenste Hilfe
‘ ' — 15 7 _
¥ 1 4
; gx): =X 3" 2+3x-1 ol
® + g(x) = =x*4+3x-1
3 Faktorisiere{gix}-g(2))
- (x=2) (P +x+5) =4
grenzwert! =Ersatze (x"2+x+5 x,2)| o
3
- grenzwertl =11
grenzwert2=Grenzwert((gi)-g(2)V-2)x2) |
4
- grenzwert2 =11
Eingabe: @
G211 Date Bearbei Ansic Einstellun Werkzel Fenst Hilf
| | = v S IO
3.5 \tl
L [
Grenzwent(D-1+sqri( 1+ M x 0) ol 4]
1 E
3 | &
2
Eingabe:| | @
G212 Dat Bearbe Ansic Einstellur Werkze Fens' Hill
— 15 7
=1 o)
¥ 1 IB
- (4
1 Grenzwert(fexp(x)-100 x,0) D
41 I
Eingabe: @

Alle Rechte vorbehalten. Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfaltigung fiir den eigenen Unterrichtsgebrauch gestattet.

’. © Osterreichischer Bundesverlag Schulbuch GmbH & Co. KG, Wien 2019 | www.oebv.at | Mathematik verstehen 7. GeoGebra, Technologietraining | ISBN: 978-3-209-09580-0
Die Kopiergebiihren sind abgegolten. Fir Veranderungen durch Dritte iibernimmt der Verlag keine Verantwortung.



G213

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

[ A . - .ill c
.E b v /J‘ ""'jlf_:;‘ b{.‘ ®'J @J‘ A:;J xl LE‘J ‘$.'J @ 3
¥ CAS 2 | » Grafik
T iH

1 Grenzwert(16x,0)

- 7

2 Grenzwert(1/x42 x,0)

- O

5 Grenzwert(-1/x"2,%,0)

+ —00

Eingabe:

==L

. 1 .. T 1 1
Die Graphen: - (griin strichliert), = (rot), -= (blau).

Fir x — 0 steigt x—lz Uber jede Grenze (das ist mit dem Symbol o gemeint), — xiz fallt unter jede

Grenze (das ist mit dem Symbol —co gemeint), aber i besitzt kein derartiges Verhalten (daher
das Fragezeichen).

G215 Date Bearbeite Ansick Einstellung Werkzeut Fenste Hilfe
15 7 —
=~ | v 5 O My x=
Yor o
alx) =2 362 +/2-7 ol
1
3 2 1
® | - g(x):=2x —x +5x—?
a'(x) 4
2 =
1 2
"5 (12 x" —4x+1)
10°-1),0°(-12),g70),. 0" (12), a1}
3 |
17 1 0
- { 2 7372717 2}
Eingabe: @
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G 2.16

G217

2

Dat Bearbei Ansic Einstellun Werkzel Fenst Hilf
15 7
= v 2 O ™
U1 iH
flx)=(e"2-4)(x+3) e
1
2
x°—4
- f =
Fx) 4
b =
x? +6x+4+4
x4+ 6x4+9
gixy=Faktorisiera($2)
3
Hb6x+4 |
- g(x) = 3
(x+3) |_
Eingabe:

Diese Aufgabe zeigt, dass ein nachfolgender Vereinfachungsversuch des Ergebnisterms

durchaus sinnvoll ist!

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
‘l A / . I>_ @ @ {U X a=2 ‘%. C
|| ||l v v 9 g e . v : *
» Algebra | ~ cas X | » Grafik
5| v
® f(x) =x*—5x*+1 T 10 I
® A=(2-3) . ~ ' [
® B=(23) 1 fxy=x"4-5x"2+1 — "; :
® gy=12x-27 4 3 [l b
® ny=12x-27 ® |- f¥):=x"-5x+1 2
B f-2) = B
- =12
3 | f2) X 7
1} )
-+ 1] [)
12 i \ ;
Eingabe: H @

Die Berechnung erfolgt zunachst im CAS. Es fallt auf, dass sich f(=2) und f(2) nur durch das

Vorzeichen unterscheiden. Das rihrt daher, dass f eine gerade Funktion ist, d.h. dass stets f(—x)
= f(x) gilt, ihr Graph also symmetrisch zur zweiten Achse ist. Das ist im Grafikfenster schén zu

sehen.
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G218 Dat Bearbe Ansic Einstellur Werkze Fens Hill
15 7
H =~ | v |5 O
M B
witk=1/(t"2+4) ‘ol
.1
[ ] + wit) :=
wit) _l4
2 " t
TS X8l f 16
Faktorisiere($2)
3 t N
2.
(t*+4) Il
Eingabe: @

G219 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

2

A 1*. I:) o R‘, a=2 +J—] =
® /J — ) ®'J OJ .{{‘J . ™ ‘_:H-.:.' W
» Algebra & | » Grafik =
® c=23 f c=23
® fix) =23 f_xg—xj
® f(x) = 6.9x*—2.3 2

-15 i o 1 15
f

Eingabe: sl @

Fur ¢ # 0 gilt: Die Nullstellen von f* fallen stets mit den lokalen Extremstellen von f zusammen.
Begriindung: An jeder lokalen Extremstelle x von f gilt f(x)=0. Da die Funktion f keine
Terrassenstellen besitzt, ist tatsachlich jede Nullstelle von f eine lokale Extremstelle von f.
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G 2.20 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

[}S' A / . I). @ @ &{‘; \.‘, a=2 ‘1_. c
| le . | — v 7 w g | L e w . &
v CAS B [ » Grafik X
T i q summederableitingen

N ahleitungdersumme

1 gy =x"2+2%x-1 — 3

[} + g(x) = +2x—1

5 h(x) = %3 -x

® | - n(x) =2 —x =

3 ableitungdersumme(x)=Ableitung(g(x) + h(x)x)

-3 1 2

o} + ableitungdersumme(x) := 3 x> +2x+1

4 summederableitungenix):=g"(x) + h'{x) L4

L -+ summederableitungen(x) := 3 L4r2x4+1
Eingabe: @

Im CAS ist die Gleichheit der Funktionsterme fiir die Ableitung der Summe und fir die Summe
der Ableitungen zu sehen. Der Graph der Ableitung der Summe ist blau, der Graph der Summe
der Ableitungen ist rot punktiert dargestellt — klarerweise fallen die beiden Graphen zusammen.

G222 Date Bearbeit Ansic Einstellun Werkzeu Fenst Hilf
15 7
=]l =] v |5’y
A
Tl =(x"2-4)(x+3) e
.1
2
¥ —4
® - f(x) 1=
Fx) 4
2 =
10
x3 4+ 0 x2 427 x + 27
Faktarisiere(§2)
3
10 in
(x+3)°
Eingabe: @
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G223 Date Bearbeit Ansicl Einstellung Werkzeu Fenst Hilfi
= v O ™ 2
3+5 \t]
R ¢
with="1/(t"2+4) it
1
@ -+ w(t) i= 5——
wit)
2 2 t
T Bt 16
Faktorisiere(s2) q
3 t |
-2
(22+4)
w(t)
4 6t2—8
th 12 t1 4 48 t2 + 64
Faktorisiere(54)
5 3t —a m
(£ +4)°
Eingabe: @)
G224 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
=l = | v [ %N N x=x=| f .o B
— || 3:5 \tl o 3 )
M B 1
gixx=1/(1-x) ir-
:
1
@ o A
g(x) 1
- Folge(Ersetze(Ableitung(o), x, mx0), n, 1, 6 '

m

- {1,2,6,24,120,720}

3 Folgein!, n, 1, 10)

- {1,2,6,24,120,720,5040, 40320, 362880, 3628800}

4 Folge(Ersetze(Ableitung(g(x), x, n}x,0), n, 7, 10} n

- {5040,40320,362880,3628800}

-

5

Eingabe: (2)
In Zeile 2 werden die Ableitungen an der Stelle 0 bis zur sechsten Ordnung berechnet.
(Beachte, wie bequem das geht, wenn man die Befehle ,Folge“ und ,Ersetze” kennt!)
Vermutung: g™(0)=n!. Die Uberpriifung der Vermutung bis zur zehnten Ordnung erfolgt in den
Zeilen 3 und 4. (Tatsachlich gilt sie fur alle n).
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G225

G227

2

Date Bearbeite Ansich Einstellung Werkzeur Fenste Hilfe

15 7
1 =) Lol -
M
h(ty=h_0+v_0 t-g/2 2 i
1 1
= h(t) ==~ gt +tv+h
_|l4
h'(t) 1
2
- —gt+ v
he(t) N
3
- —F il
Eingabe:

Die Geschwindigkeit h' ist eine lineare Funktion mit Anderungsrate —g. Die Beschleunigung h*

ist eine konstante Funktion mit Wert —g. Physikalisch bedeutet das: Die Geschwindigkeit andert

sich in gleichen Zeitintervallen At um den gleichen Wert, ndmlich —gAt. Die Beschleunigung ist

konstant und hat den Wert —g.

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

A LD OO LN =22 e
* ) /J — ) e e ey [ 3 ‘_I_.-J i
b Algebra (< | » Grafik
<3
® fix) = — 5 +2x
® P=(1,15) 2
® qgy=05x+1 steigung=0.5
® steigung=0.5 P
fstrichanderStelle1 = 0.5 1
D
1
f
Eingabe: )
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G2.28 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

[x] ALl olo] <)) =) e =+
ol | o ) 7 7 ) . v @ i
b Algebra (< | » Grafik [
o3
® f(x) = — E+2x p steigung=05
® P=(1,15)
® gy=05x+1
® steigung =05
fstrichander5Stelle1 = 0.5
® neigungswinkel = 26.57°
tangens = 0.5
neigungswinkel = 2657°
R -1 1 3
-1
Eingabe:| :| ®
G 2.29 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
Bl belolaN]=]e) =
b | 7| 7 o I v . . & ® Fe ]
P Algebra (< | » Grafik 4]
X3
@ g(x] = —5+x+1
® P={-059 051)
® tangente:y=0.48x+ 0.8
ableitung = 0.48
@ neigungswinkel = 25.78°
tangens = 0.48
=2578°
rﬂ/’/ T a [
ygﬁ 2
Eingabe: §| @
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G 2.30

G 3.02

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
DRERECERNEER =
dle . | 7 7 7 )| e s 7 : ’:[
b Algebra ) | » cas o X | » Grafik
® f(x) =x"—2x+5 1| o=z
® P=(38) )
® tangente:y=4x-4 L + f(x) :==x"—2x+5 10
tangente
2 Lose(f(x)=4x)
+ {x=3} 8
3 FLx(PY)
-+ 4
Mo
. \
2
2
Eingabe: @

Die Uberpriifung kann im CAS mit dem Befehl f(x(P)) (das wurde hier so gemacht) oder iiber

die Eingabezeile mit dem Befehl f'(P) erfolgen.

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

2 12

4

3 Lise(g'(x)=0x)

-+ {x=-2,x=12}

3 {0(-3), a(-2), 9(2), a(3)}

- {2.03,1.83,—0.83,0.53}

|l ~ 15 7 = [ — —r =
=] = | v S|y x=[x=] £ |la] ] =)
| S—

¥ CAS ¥ Grafik

0 = A2 + NI 2 - A2 -y 1 al
1
1 1 1
[ ] -+ g(x) ::3—x4+—x3——x2—x+1

Eingabe:

g ist im Intervall (—oo, 2] streng monoton fallend und im Intervall [2, ) streng monoton steigend.
Zur lllustration sind im Grafikfenster die Punkte A = (-2, g(-2)) und B = (2, g(2)) gezeichnet.

Alle Rechte vorbehalten. Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfaltigung fiir den eigenen Unterrichtsgebrauch gestattet.
Die Kopiergebiihren sind abgegolten. Fir Veranderungen durch Dritte iibernimmt der Verlag keine Verantwortung.
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G 3.03 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
A {15 | N|[EE " -
‘ %u b 2 /""J — 2 ®'J OJ A‘J . s ‘_:H . 1
» CAS B | » Grafik [
hix) = ¥M4MB + A3/ - %1212 3x o
1
1 1 2
@ + h(x)::Ex4+Hx3—5x2—3x
3 Lése(h'(x)=0x)
-4 2 0 4
+ {x==-3x=-2,x=2}
3 {h(-4), hi-3), h(-2), h{2),h{3)} -2
- {4,2.81,3.—5,-1.69}
. -4
[
Eingabe: H

G 3.04 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
A . I>. d N, a2 =
‘ %-.;- b s /f'.? —1 v ®'J OJ é‘a * e ‘1—.-‘ : *
» CAS 5 | » Grafik ]
fix) == 2" MG - 3208 W2 f 4
1
1 3 1
® *f(x):=ﬁx4—ﬁxz—5x
. 2
2 Lase(f(x)=0x)
- {x=-1,x=2}
3 {f(-2), f(-1), 72), f3} -2 [l 4
-~ {0.5,0.19,-1.5,0.19}
-2
4
Eingabe:

2

hist im Intervall (—o, —3] und im Intervall [—2,2] streng monoton fallend und im Intervall
[—3,—2] sowie im Intervall [2, 00) streng monoton steigend. Zur lllustration sind im Grafikfenster

die Punkte A = (-3, h(-3)), B = (-2, h(=2)) und C = (2, h(2)) gezeichnet.

fistim Intervall (—oo, 2] streng monoton fallend und im Intervall [2, o) streng monoton steigend.

Zur lllustration sind im Grafikfenster die Punkte A = (-1, f(-1)) und B = (2, f(2)) gezeichnet. -1
ist eine Terrassenstelle (A ist Sattelpunkt) und 2 ist eine lokale Minimumstelle (B ist Tiefpunkt)

von f.
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G 3.05

G 3.06

2

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster |Hilfe|
g % 5% )3 [o]ls) ZA NI .
® /.:.' — v ®'J v g | = ‘_I_.-;,- : i
P CAS B | » Grafik =
ax) = "33+ 1
1
1 3 2
@ - g(x) :=§x—|—x +x+41 2
» | Lose@=0x /—o’i—/ .
» {x=-1} 2 o
3 {a(-2), g(-1}, g(0}
== {0.33,0.6?,1} -2
A
q
Eingabe:

g ist Uberall streng monoton steigend. Zur lllustration ist im Grafikfenster der Punkt A = (-1, f(—
1)) gezeichnet. —1 ist eine Terrassenstelle (A ist Sattelpunkt). g besitzt keine lokalen Extrema.

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

2 Léselhix)=03x)

- {x=3,x=4}

3 {hi2), h(3), h(4), h(5);

- {-57.33,-58.5,—58.67, —55.83}

4

— 15 7 _ _ = c
=] = | V)& )x= x=] £ ]2, 7] N
b CAS Bl » Grafik ]

hx) == X412 -2 064303 +33642 -72x

1
1 20
[ ] -+ h(x) ::51(4—? 133272 x -5¢

Eingabe:

o

hist im Intervall (—oo, 4] streng monoton fallend und im Intervall [4, «) streng monoton steigend.
Zur lllustration sind im Grafikfenster die Punkte A = (3, h(3)) und B = (4, h(4)) gezeichnet. 3 ist
eine Terrassenstelle (A ist Sattelpunkt) und 4 ist eine lokale Minimumstelle (B ist Tiefpunkt) von

h.
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G 3.07

G 3.08

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

15 7 | (e = L=
[=] = | v |5 ) wlx=lix=] )2 )
b CAS B< | » crafik B
1 qx) = xhd 12003 +B2h2 - 96X +4

L + q(x) := H 123152 —06x+4

7 Lase{g(x)=0x)

- {x=2,x=3,x=4}

3 {a(1), a(2), a(3), a(4), a5k

~ {-51,-60,—59, —60, —51}

Eingabe: E

g istim Intervall (—oo, 2] und im Intervall [3,4] streng monoton fallend und im Intervall [2,3] sowie
im Intervall [4, ) streng monoton steigend. Zur lllustration sind im Grafikfenster die Punkte A =
(2,9(2)), B=(3,q(3)) und C = (4, g(4)) gezeichnet. 2 und 4 sind lokale Minimumstellen (A und C
sind Tiefpunkte), 3 ist eine lokale Maximumestelle (B ist Hochpunkt). g besitzt keine
Terrassenstelle.

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
15 7 —
[=] = v || 5[] Py <= x= fE
M |
fix) =x"3-x"2 - ax I
1
-+ f(x) := d—x?—ax
Lase(f(x)=0x)
2
{x_q3a+1+1 x_—\f3a+1—|—1} q
3 ! 3 E
Ersetze(f(x) Element($2,1))
3
- 23a+ 1
Ersetre(f'(x) Element(2 2)) M
4
- —=2+/3a+1
Eingabe:

Eine Polynomfunktion vom Grad 3 besitzt entweder zwei lokale Extremstellen (eine lokale
Minimum- und eine lokale Maximumstelle) oder eine Terrassenstelle oder weder noch. Fur a >

—§ hat f* zwei Nullstellen, daher besitzt f in diesem Fall zwei Extremstellen. Fir a = § hat f* nur
eine Nullstelle (die beiden im CAS angezeigten Werte fir x fallen zusammen), daher besitzt f in
diesem Fall eine Terrassenstelle. Fir a < —§ hat f* keine Nullstelle, daher besitzt f in diesem

Fall weder lokale Extremstellen noch eine Terrassenstelle. (Wer’s nicht glaubt, kann diesen
Befund mit Hilfe eines Schiebereglers tberpriifen. Soll das im gleichen GeoGebra-Arbeitsblatt
geschehen, nennt man die Schieberegler-Variable beispielsweise a1, da der Name a schon
besetzt ist, und betrachtet den Graphen der Funktion fi mit fi(x) = x® — x? — a1 x.)
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G 3.10

G311

G3.12

2

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster |Hilfe|

N B P 8 S [o] [« Pd N E= e

7 b ) |l 9 ) 9 g T L &

» Algebra (< | » Grafik &<
®g(x) =3x*—4x*—36x+5 g
® C=(3-184)
® B=(0,5
® A=(2 59 .

q

Eingabe: H 0

Die Berechnung wurde hier Gber die Eingabezeile vorgenommen. Um sicherzugehen, dass die

angezeigten Punktkoordinaten exakt sind, kann sie zur Kontrolle auch im CAS durchgeftihrt
werden.

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

-60

Eingabe:

N . I>‘ . X a=2 o
L] - /'/:, — ! ®_J @G 'Cf‘\, . —— ‘_:H.J z i
» Algebra Bd [ » cas & | » Grafik [
® h(zx) = x'—5%° Extremum(h) b 50
® A=(375,6592) 1
15 16875
4°' 256
2 4
2 -1 o

Die Berechnung wurde hier auch im CAS durchgefuhrt, um den exakten Wert der (einzigen)
Extremstelle zu erhalten.

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
EREcERNEE =
) ) ”/r:? 7 ) ) | ™ ) L 3
b Algebra B | » cas B | » Grafik [
® p(x) = xt—5x? Extremumip) \p
® C=(1.58,-6.25) 9 q
® B-(0,0) V10 25 V10 25 7 T 1 3
® A=-(158 6.25) -+ g (00 | e
-2 4
2
-4
-B ¢
Eingabe:

Die Berechnung wurde hier auch im CAS durchgefiihrt, um die exakten Werte der lokalen
Extremstellen zu erhalten.
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G 3.13 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

A * e |[la=2
. <) /.:' ""'JT—-FJ I>.‘-C-‘ ®'J OJ AE‘J xu _._'J' ‘_:H-J : 1
» Algebra o X | » Grafik
¢ a=034 1 a=034 /
® f(x) =x"—0.3x+1 ®
® B=(0.34,092) 2

® A=(0.34,1.08)

/ -1 -05 o 05 1 1.5 2 25
-1

Eingabe: H

Fur a > 0 zeigt GeoGebra einen Hochpunkt (A) und einen Tiefpunkt (B) an. Fur a = 0 fallen
diese beiden Punkte zusammen, es handelt sich dann um einen Sattelpunkt. Fir a < 0 gibt es
weder lokale Extrema noch einen Sattelpunkt.

G314 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

1 _ o t
‘ Rl oA T P QNN L N2l D h 0
Algebra ) | » Grafik B
a=028 a=08

]

°

® f(x) = (x*—0.8)°
® C=(0.289,0)

® B=(0,0.64)

® A={-0.890)

Eingabe: = @)

Fir a > 1 zeigt GeoGebra zwei Tiefpunkte (A und C), mit x-Koordinaten ++/a (was man ohne
Computerunterstitzung mit freiem Auge sieht, denn nur dort sind die Funktionswerte gleich 0)
und einen Hochpunkt (B) mit x-Koordinate 0 an. Fir a = 0 fallen diese drei Punkte zusammen,
es handelt sich dann um einen Tiefpunkt. Auch fur a < 0 gibt es nur einen Tiefpunkt.

Alle Rechte vorbehalten. Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfaltigung fiir den eigenen Unterrichtsgebrauch gestattet.
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G 3.15 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

‘ ' _ Buf < |
- .A-J /././'-.'-" }\T I:>-J ®'J ®'J &ﬂ: x: E—‘E-J‘ ._:Hu' 1
» Algebra <] | » Grafik

® a=05 =05

_qge2.3_ ., 1
® f(x) =052 —x+ 0.5 —
® B=(1.151.23)
® A=({115277)

Eingabe: : @

L S

Die Erklarung fir das Verhalten der Extrempunkte bei Anderung von a ist im Text angegeben.

G 3.17 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
[%] Al D GO L) N = .
' . e /./-/\J' e e G}U’ i | . +U' ‘$.U' :‘::
b Algebra B | » Grafik &
® g(x) =2x"—15x>+36x—30, (1<x<4) 2
® B=(3-3)
® A-(2,-2)
4

-2 <]

4

¥

a

Eingabe: @

Alle Rechte vorbehalten. Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfaltigung fiir den eigenen Unterrichtsgebrauch gestattet.
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G 3.18 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

A . LN =2 c
NSl N E
» Algebra o X | » Grafik <
® hix) =2x+3x*—T2x+1 (-3<x<3) by
® B=(3,-134) N

A undefiniert
4
-4 -2 ] 2 4
=]

Eingabe:

G 3.19 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
IREEEEENEE
1 e ST e i 1® NG T i i
» Algebra B< | » Grafik =
® f(x) =4x"—-12x4+10x*—3x. ((0) <x<(2)) 2
® a=1 a=1
b=15
® C=(1.5-225)
® B=(0.5,-0.29) 1
® A=(0.25-0.3)
|
o 2
-1
2
Eingabe: 5

2

Dass GeoGebra einen Punkt A als ,undefiniert® anzeigt, deutet darauf hin, dass die fur alle
reellen Zahlen definierte Hilfsfunktion h1 mit h1(x) = 2x3 + 3x2 —72x + 1 eine Extremstelle besitzt,
die nicht im Intervall [-3,3] liegt und daher fir die Aufgabe irrelevant ist. Der von GeoGebra
angezeigte Punkt B ist ein Tiefpunkt von hi, seine x-Koordinate 3 ist eine lokale Minimumstelle
von hi. Da 3 am Rand des Definitionsintervalls von h liegt, handelt es sich bei der Stelle 3 um
eine Randminimumstelle von h, also nicht um eine lokale Minimumstelle von h.

Dass Ergebnis der Minimierung fuhrt auf die Anzeige b = 1.5 im Algebra-Fenster. Der Befehl
Extremum(f) erzeugt die Punkte A, B und C, von denen nur C (mit x-Koordinate 1.5) zu einer
globalen Minimumstelle gehdrt.
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G321

G 3.22

2

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
T RERE N RENEE e
5e . | 7 v 7 ol L ) v : *
¥ CAS o X | » Grafik B4
T i
; gON=x3 - BXA2 + x + 20 i
@ + g(x) = -6 +x+20
10
Lése(g"(x)=0 A
2 g (x)=0.x) 1
-+ {xzz}
i 1 0 1 2 3 4 5
3 {9°(1).9"(3%} "
- {_ﬁ?ﬁ} [ |
I8 -0
Eingabe: 2

Fay

ist ein Wendepunkt) von g. g ist im Intervall (—oo, 2] rechtsgekrimmt und im Intervall [2, o)
linksgekrimmt.

Zur lllustration ist im Grafikfenster der Punkt A = (2, g(2)) gezeichnet. 2 ist eine Wendestelle (A

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
NI 2 B8 1S [o] =] 2N B i s
) b ) =T ) 7 ) | — e : i
¥ CAS o [ | » Grafik B
T iH
; h{x):=x\5 - x4 o
0
@ + h(x) := & —x*
- - - A
Lase(h™(x)=0x) i ®
2 -1 05 ] ] B
3
-+ x=0.x=
{ ’ 5}
-0:1
3 Ih7(=1), h(115), W (1)} 4
= {—32,-0.32,8}
Eingabe: H 0

Zur lllustration sind im Grafikfenster die Punkte A = (0, h(0)) und B = (g, g(%)) gezeichnet. Da bei

der Stelle 0 kein Vorzeichenwechsel von f* stattfindet, ist % die einzige Wendestelle (B der

einzige Wendepunkt) von h. h ist im Intervall (—°°'§] rechtsgekriimmt und im Intervall [z,oo)

linksgekrimmt.
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G3.24

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

A 2 I). g \-V a=2 ‘
R D AL P OO L N 22 4 =
b Algebra B | » cas B4 | » Grafik ]
e 3,=138 flx)=x"4 - ax12 =\ a,=18
:
® fi(x) = x* — 1.8 x* 1 N 3 5 L]
® A=(05510.45) - f(x) == x"—ax
® B=(0.55,-0.45)
Lise(f(x)=0x) 4
2 =
{,_ va x_ﬁ}
(]
-1 o E 1
3 {o=(-5qrt(a)) / sqrt(8), x = sqrt(a) / sart(6)} u/ \_/
1
= {x=-041ya,x=041 4}

Eingabe:

Zur lllustration sind im Grafikfenster die Punkte A = (—\/%,f(—\/% ))und B = (\/%.f(\/% )

gezeichnet. Fir a > 0 existieren sie und sind verschieden, in diesem Fall besitzt f zwei
Wendestellen und ist daher nicht einheitlich gekrimmt. Ist a < 0, so fallen sie entweder
zusammen (fiir a = 0) oder existieren gar nicht (fiir a < 0), in diesen Féllen ist f einheitlich

(links)gekrimmt.

G 3.26 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
A : AN E =
1—%'4 * . /-? T I>-J ®'J O.? ‘ia - ™ ‘_I_.-.; : "
b Algebra Bl » cas ) | » Grafik
_ o d X ‘Wendepunkt(g) g
®g(x)="73+5 -5 +1 ;
® B-=(0.33,0.96) L5 1 311 L
® A=(1,042) - T 12 /037 324 4
B
2
-2 1 a 1
Eingabe:
Die Berechnung wurde hier auch im CAS durchgefuhrt, um die exakten Koordinaten der
Wendepunkte zu erhalten.
G 3.27 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
BE 5 AN c
[%. s | /J D I>'_J @G @G 'C{.J N -l ‘%'.J ; 5
» Algebra Bl » cas (< | » Grafik
® hix) = x* —x* Wendepunkt(h) h 1
® B=(0.41,.0.14) 1
® A=(041,014) ve 5 Ve 5
S e T3 e T 4
2
Eingabe:
Die Berechnung wurde hier auch im CAS durchgefuhrt, um die exakten Koordinaten der
Wendepunkte zu erhalten.
G 3.30 Es muss genauso vorgegangen werden wie in Aufgabe G 3.29 vorgefiihrt.

2
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G331 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

g | BY 12 (o] [ 2 AN I 33
b 7 ’./'/._J‘ ""PL-’:: ;:J.-._'J 7 7 : gllL* el T “Il"ﬂ =
» Algebra < | » Grafik X
® f(x) = x3 a=-0105 a
® a=-005 BN EEEEEEE. J R ]
® gy=246x-0.25

-4 -3 -2 -1 u] f 1 2 3

1
f

Eingabe:

GeoGebra nimmt den Befehl Tangente(0, f) Uberhaupt nicht an. Geometrisch gesehen ist die
Tangente an den Graphen im Punkt (0, 0) parallel zur zweiten Achse, hat also keine
wohldefinierte Steigung. Daher ist f an der Stelle 0 nicht differenzierbar, und somit ist O keine
Wendestelle. Je kleiner |a| ist, umso steiler ist die Tangente durch den Punkt (a, f(a)). Fira=0
wird sie nicht gezeichnet und im Algebrafenster als ,undefiniert® gekennzeichnet.

G 3.33 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

A . o [ a-2 =N

IREENERENEE :
b CAS B | » Grafik = X

f(x):=a XA 3+b ¥ 2+C x+d i
1

-+ f(x) —axidtbxltcxLtd *

H

Lse({i-1)=3 f(-1)=01{2)=1,F(2)=0}{a,b,c,d}) 3

2
4 2 8 67

- {{a_z?’h__g’c__g’d_z?}} ) 3

aq(x)=Ersetze(f(x),§2) T
3 1

4 2 i) 67
L ] -+ = i_ z_ g
Bx)i= 7 X — g X —g Xty
2 1 0 1 2 3

{0°(-1).07(20}

4 | 3
4 4 -1
3°3
Eingabe:

Zur lllustration sind im Grafikfenster die Punkte H und T gezeichnet.

G334 Analog zu G3.33. Als Gleichung muss eingegeben werden:
Lose({f(1) = -2, f“(1) =0, f(1) = -3, f(0) = -1}, {a, b, c, d}).

G 3.35 Analog zu G3.33. Als Gleichung muss eingegeben werden:
Lose({f(2) =0, f(2) =1, f(1) =0, (1) = 0},{a, b, c, d}).

G 3.36 Analog zu G3.33. Der Funktionsansatz ist f(x) :=a x*2 + b x + c.
Als Gleichung gib ein: Lose({f(2) = 0, f(2) = 0, f(1) = 1}, {a, b, c}).
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G 3.37 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

A A’ b .{U‘, & a=2
|i .o/u | u®o ®o * —~ ‘_:Ho
» Algebra B[ » cas B | » Grafik <
e 2,=05 flx):=a ¥2 + b+ a, =05 A{' gente
® fi(x) = 05x +(—2-0.5+2)x 1 3
® A-(0,0) » f(x):=ax’4+bx+c ® k=2
® B=(1,15) 2
® tangente:y=2x-0.5 2 Lose({f(0)=0(1)=2}{b,c}) q
® k=2 f,
+ {{b=-2a+2,c=0}} ) 1
3
iR 2
4 m | »
Eingabe:| @
Losung: Die Menge aller Funktionen der Form f(x) = a x? + 2(1 — a)x mit a # 0.
G 3.38 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
A /\/ I)_ ‘{q, & a=2
NREEScEHRNER =
» Algebra Bl » cas B | » Grafik (<)
® 2,=05 fixy=axh2+b x+c a,=05 \ﬂ
® c, =25 1 @
I 10
® fi(x) = 05x°—4.05x—25 v ) =axibxde ¢ =-25 \
® A=(2,45) @ ®
2 5 4
-+ da-+b
F(2)
3 -10 -5 \ 10
-+ 2a
4 5
Eingabe:| ;| @
Es muss 4a + b =0 (also b = -4a), d.h. f(x) =ax?*-4ax + ¢, und a > 0 sein.
G 3.39 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
‘ ' A }, 'd:\, & a=2
b Vi ,././\J' V| b\? ®\J' ®\J’ . +\J’ .%.\J'
» CAS ) Grafik X
fix)=ax"2+b x+c |l o a
1
- f(x) := axl+bx+c
qix)y=rxh2+s x+t .
2
- g(x) = rd FsxAt
3 Lose({fi-1/2)=3/4,g(-1/2)=3/4 1(1)=0,0(1)=07(1/2)=0,g70)=0} {a,b,c,rs t})
- {fa=1l.b==-1l,c=0,r=-1,5s =0,t =1}} = q
4 T_1(x)=Ersetza(fix) $3)
-+ fy(x) = 2 —x 1 0
5 g_1(x)=Ersetze(g(x),53)
”
® | - ogi(x):i= -2 +1
94
5 {F_17102),0_17(0% Tl
- {2!_2} .
Eingabe:l @

2
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G 3.40 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
— 15 7 _ —
— v 3.5 “ ” \E X= ||| X= f‘
TOT M
fix)=a ¥ 3+b ¥ 2+c x+d ol
1 3 2
+ f(x) :=ax’"+bx"+cx+d
Lase(f0=f_0f0)=f_1,f0)=f_2,M0=f_3ab.cd) [d
2 = q
1 1
-+ {{a = 5 fi.b = 2 fr.c=Hf.d =f|]}}
gix)=Ersetze(f(x),52)
3 1 3 1 2
- g(x) := 5 f3 x —|—§ Bx +fix+fo
Eingabe: @
G 341 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
) ol|[laz c
%I] Al 3 D OO Ll N =2 4 =
b Algebra | » cas & (X | » Grafik
® fi(t) = 3t— 9.31‘%2, (u <t< 2%) 1 h_1(t):=h_0+,_0 t—gltﬂzrz Rl
.fz(t):ﬁt—Q.BLt;._ (ugtgz-g_::ﬂ) - m(t) ==_§gt2+t"‘“+"° -
h_2(ty:=h_0+w_0t-g t"2/2
2
= ha(t) :=—%gt2+twu+hu 1
Lése(h_1{t}=h_0 1)
3
- {t:Z“:,t:IJ} 05
h_2'(2v_0/g)
4
4 —2vp+wy = ol s
Eingabe: ©)

Ist wo die gesuchte Geschwindigkeit, so muss —2vo + wo = 0, d.h. wo = 2vo sein. Man muss den
zweiten Korper doppelt so schnell abschiel3en als den ersten.

2
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G 3.42

G 3.43

2

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

Der Tiefpunkt wurde mit dem Befehl ,Extremum(f)“ erzeugt.
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‘ l A * D @ @ 5: \, a=2
- b o /././"J "-FF'T—'FJ o o o ] [ +‘J
» Algebra < | » Grafik (<
® fi(x) =x(x—2) £\,

® Tiefpunkt={1, -1)

® s(x) = -1

4
-1 o 1 2 3
TiefpLnlkdt
d

Eingabe: | @
Der Tiefpunkt wurde mit dem Befehl ,Extremum(f)“ erzeugt.

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

‘ ' A . [> @ @ 5:'3 \ a=2
- b o /./."’-.'-' ""'_FT_':'-" s o s ] | +'-C-"
» Algebra < | » Grafik (<
® f(x) = x(x+2) f 1

® Tiefpunkt={-1, -1} 1

® s5(x) = -2

4
-3 - -1 1
-1
Tiefpunlkt
d
Eingabe: @
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G3.44 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

N E 2 B S o] =] P N B [

¥ Algebra < | » Grafik (<
® f(x) =x"—2x+2, (0<x< ) 3
® B=(0.82 0.91)
A undefiniert

®s(x)=0 F

f

B
1
q -1 o 1 2

Eingabe: @

Der Punkt B wurde mit dem Befehl ,Extremum(f)* erzeugt.

G 3.45 Ein Blick auf den Screenshot zu Aufgabe G3.43 zeigt, dass ¢ = -1 ist.

G 3.47 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
S cEEANE B "
‘ kv . /\7 7| 7| 2 2 b = 4. @ Foy
» Algebra B ([» cas » Grafik X
® V()= —Fx +% r (0<r< o) 1I5qR(6 pi) v Extrempunid,
1
@ Extrempunkt, ={0.23033, 0.07678) 1
Extrempunkt1 undefiniert v 6T 0.05
2 1/ sqri(Em)
= 0.23033 r
of Vv ol 0z 03 o!
3
Eingabe: ¢| @

Alle Rechte vorbehalten. Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfaltigung fiir den eigenen Unterrichtsgebrauch gestattet.
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G 3.48 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellunger Werkzeuge Fenster Hilfe
15 7. L2 ). _
(=] =l o=l
o1 o
LUsSE[Zd™ZTa%d 1=, 11] p
1
F—2a? -
e
da
Viay=Ersetze(a®h,51)
2 1 1
-+ = ——a 4+-F
(a) 5 @ —|—_‘1 a
Lése('(a)=0,a) [al
3
a= vF a= vF
v Ve
4
alLoesung=Ersetzeia Element($3,2)) E
4 L +F
-+ aloesung := —
Vo
V(aLoesung)
5 ; NG
V6
hLoesung:=Ersetze(Ersetze(n,$1),a,54)
° hLoesung := vF
- Ve B
Eingabe: @

2

Losung: der Wiirfel! Uberpriife selbst anhand des Graphen der Zielfunktion!
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G 3.49

G 3.50

Diatei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

— 15 7 _ _ ~ - <
H — v 35 “” E ‘X_HXH flv -J‘ . ‘ : "
~ CAS B<] | » Grafik ]
T i
- 0.2
1 abstandsquadrat(x)=x"2+(3x-2}"2 —
+ abstandsquadrat(x) := 10 x> — 12 x + 4
o ©= 0s
Léselahstandsquadrat'(x)=0x) [l -
2 E
3 -02
-+ X =
5
-0.4
3 abstandsquadrat™(3/5) I
-+ 20 il

Eingabe: @

Der gesuchte Punktist P = (zf (E)) = (%, —i). Seine geometrische Bedeutung sollte klar sein

— sie ist hier durch die strichlierte Strecke verdeutlicht. Uberpriife selbst anhand des Graphen
der Zielfunktion!

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
. 15 7 |
(=] =l floPsof == e
¥or o
Flaeche(c)=Ersetze(c hi2 h sqi(1-(ci22)) ic
1
1 ——
® | - Flaeche(c) = 1 cV —c? 44
Flaechenquadratic).=Flaeche®Z(c)
2
-+ Flaechenquadrat(c) := — 1 4+
16 4
Lése(Flaechenquadratic)=0) (ol q
3 =
415 415
-+ cC==2- 7'::“-.-'::2‘
5 5
clLoesung:=Ersefze(c Element($3,3))
4
2
+ clLoesung := 5 v 15
Flaeche®{cLoesung)
5 | 5
9
w2 Ve
16 Il
Eingabe: @

Uberpriife selbst anhand des Graphen der Zielfunktion!
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G351

G 3.52

2

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

A : AINE c
DB N ] =) F N B = -
* CAS B | = Grafik (4|
T CX)e c~
1 abstandsquadrat{x)=x2+(x 2-1)"2
+ abstandsquadrat(x) := x* — x> +1 L
]
Lase(abstandsquadrat{x)=0x)
2
- XI——,XIU,XZ— _ 4
2 2 i
1.5
3 abstandsquadrat™{sqri(2)2)
- 4
4
Eingabe:
. . 2 2 2 1 .
Es gibt zwei solche Punkte: P, , = (i g,f (i g)) = (£ g —5). Ihre geometrische Bedeutung
sollte klar sein — sie ist hier durch einige strichlierte Linien verdeutlicht. Uberpriife selbst anhand
des Graphen der Zielfunktion!
Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
‘ , — 15 7 M — = c
b CAS o 34 | » Grafik 4
; i) = sqripx) {(1-%) Ll i
® | - f(x) = Vx(—x+1) =
3 glx)=fixp2 "
3 7 0.4
+ g(x) ;= x"—2x +x
Lose(f(x)=0x) o2 B
3 L
—+ X =
3 0.z 0.4 0.6 o.g 1 1.2 1.4
Lose(g(x)=0.x) 02
4
1
— = = 1
{x 3 . X } q §y)
{F{13).0° (130
5 Tl -0.6
3
- {— > v’ﬁ,—z}
Eingabe: @

a) f(x) ist negativ fir x > 1, g(x) ist positiv flr x > 1 und wéachst unbegrenzt. Daher gehoért A zu
einem globalen Maximum von f, B aber nicht zu einem globalen, sondern nur zu einem lokalen

Maximu

m von g.

b) C = (1, 0) ist Tiefpunkt von g, aber wegen f'(1) # 0 ist C kein Tiefpunkt von f.
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G3.53 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
x] ALl Elol = )5
o
ol ol ol ol ol ol * ol ol &
» Algebra B4 [ » Grafik &
® f(x) = x? —x
® c=27
® g(x) =27 I:xg—x:I
® B=(0.58 1.04)
® A=(-0581.04)
4

Eingabe:| #| @

G 4.03 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe Anmelden
) (g
A }, '{w Rq ABC | 232 :

%t * /././'J‘ o I>.'.J ®U ©u . o ‘_I_.'J @ #*
» Algebra [ | » Grafik X
- Kegelschnitt ; . T T
@ Xy -2x+10y= 575 2 4 g 8
- Punkt
L@ M=(1,-5)

4
11}
[ ]
Eingabe: @

2
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G4.05 a)

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe Anmelden

2] oA DE) O] L[N rec] =2 ] T

) 7

» Algebra b Grafik

Gerade

- Kegelschnitt

Ll K (xE1P+(y-2F=16
- Punkt

b A undefiniert

e B undefiniert

~4

)

Eingabe:| 2

Da g mit k keinen Punkt gemeinsam hat, ist g eine Passante von k

b)

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe Anmelden
— 15 7 M — = o c
-~ ~ 3.5 “ )} h X= X= f“g Z.L:? . #*

1 Lése {1 P+(y-2F=16 x-y=5}, {yl)

- {}

Eingabe:| | @

Das Gleichungssystem hat keine Lésung, d. h. g hat mit k keinen Punkt gemeinsam und ist
daher eine Passante von k.

Alle Rechte vorbehalten. Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfaltigung fiir den eigenen Unterrichtsgebrauch gestattet.

’. © Osterreichischer Bundesverlag Schulbuch GmbH & Co. KG, Wien 2019 | www.oebv.at | Mathematik verstehen 7. GeoGebra, Technologietraining | ISBN: 978-3-209-09580-0
Die Kopiergebiihren sind abgegolten. Fir Veranderungen durch Dritte iibernimmt der Verlag keine Verantwortung.



G 4.10

G 5.06

2

""" ® b 041x+0.82y + 0.4z =-0.55
) 041 +0.82y + 0.412=545

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe Anmelden
Al B Dl e 4 @) )N rec 6l
: . ° ABC
% b o /a o o sy w” o o '\'a Ty
b Algebra o x| | P 3D Grafik >
Ebene

- Gerade
@ BEX=(1,0,5)+A(1,2,1)
- Kugel
L@ A (x-1F+yE+(Z-5F=0
Punkt
® A=(022 -245 378)
@ B=(2.22, 2.45,6.22) <
~ @ M=(1,0,5)
Eingabe: @
Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe Anmelden
AlLA D IO &)l N aa) =22 o ®
Ri‘- . L) /././'J ""”T_-Fa L) Lo 7 e vl ‘%.'J W
b Algebra *| | » Grafik *
Gerade
------ ® tx+y=8
- Kegelschnitt
Ll el 3x7 + By =120
- Punkt
-l Q=53
{5, 3} 4
) B 10
Eingabe: @
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G 5.07 Um die Scheitelpunkte der Ellipse ell zu ermitteln, gibt man den Befehl ,Scheitel(ell)* ein.

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe Anmelden
A ) Ol SAIEAINN -
%- hd 7 /'/./-;J ’P'Jr_-:u I>—;J v 7 . oL N ABC;J = ‘_I_.-;J - i
b Algebra x| | » Grafik X
Gerade f D q
----- ® fix=44 ¥
----- ® gx=44 !
----- ® hy=-288 ell 2 1
----- ® i:y=2388
- Kegelschnitt 14 4
Ll el 3xE+ Ty =58 A 5
Punkt T . T y . . . T T T r :
A=(-44,0) -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 a 4 a [}
B=(44,0) 14
C=(0,-2.88)
D=0, 2.88) 24
h C
3
Eingabe: (2)
G 5.09 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe Anmelden

%- 'A'J /J "jT_FJ I>-J ®-a Oa AE.J XJ ABC@ E:E-J ‘_:H-a - W

b Algebra o [ | » Grafik X
- Kegelschnitt 8
Ll hyp: 42.23% 101,77y = -

Punkt 7
A=(2.52,0) &
A'=(-2.52,0) 5
F=(3,0)

F'=(-3,0) *
P=(4,2) 3
@ Q=(10,5) 2
4
A
o B 7 B 5 4 3 = 1
-1
-2
-3
-4
-5
-6
-
< >
Eingabe: @

Die Hyperbel hat die Hauptachsenlange a = 2,52. Der Punkt Q liegt nicht auf der Hyperbel.

Alle Rechte vorbehalten. Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfaltigung fiir den eigenen Unterrichtsgebrauch gestattet.
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G511

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

Anmelden
A * ® L a=2 - -
%. L ] e /-J """'_'I":-'_'-'.l b.-; her o U | | ® o ABCJ _._-'.l ‘%."J =
F Algebra X | ¥ Grafik :
- Kegelschnitt "
“ @ hyp: 4% - 21y* =336
- Punkt >
i@ F={10,0)
i FI=:'1U|U} i
4
‘F
- 5 s 10 15
-5

Eingabe: )
G 6.02 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe Anmelden
A ] ¢ a=2 = =
. o /././-'J ""FJTF'-'.I b-u ®-'J @-_. A\.U"J KJ ABCJ +-'.l ‘%..'J e
b Algebra X | » Grafik *
Parameterkurve
x=3 sin(? t) ms(z t)
@ a . . 0<t<6.28
y = 3 sin(7t) sin(2t)
€ >
Eingabe: )
G 7.02

2

Die Pole sind die Nullstellen des Nenners, 1 + /2. Uberpriife selbst anhand des Graphen!
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G 7.03

G 7.05

G 7.06

Dat Bearbe Ansit Einstellur Werkze Fens Hill
~ s 7
=[ = | v s O
M
Lase(cos()=0x) m 4
1 =
1
-+ ix=kym+ -
2
Eingabe: @

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

‘IA/‘-QI:@@‘{D‘\H )
L [ e | — e e =) g | - e ]:‘
b Algebra < | » Grafik
241 T -
® s ="" : ’
x—4 :

® M={y=x+4,x=4} | R

L

10 l'#

»

I

i

I

I

|

T

' 10 20

i

I

i

|

1

|

I

1

i

1
Eingabe: | @

Fir alle Funktionen ist genauso zu verfahren wie in Aufgabe 7.05.

Alle Rechte vorbehalten. Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfaltigung fiir den eigenen Unterrichtsgebrauch gestattet.

Hier ist nur die Losung flr a) gezeigt. Fir alle anderen Funktionen ist genauso zu verfahren.
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G7.08 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellunger Werkzeuge Fenster Hilfe
15 7 — —
(=) =L L5 o
A
Ableitung(ua)iGe) Il
1 —u(x) v(x) + v(x) u’(x)
) v(x)’
_|4
Ableitunglfik x)) 0
2
— kf’[k K)
Ableitung(fig(x))) |
3
- F(g(x) g'(x)
Eingabe:| | @
G 7.09 Date Bearbeite Ansict Einstellung Werkzeut Fenste Hilfe
156 7 —
(=] = ool
Yor o
Ableitung(flathix)n gl
1 E
= F(g(h(x))) g’(h(x)) h'(x) i
Eingabe:| | @
G 7.10 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
‘ ' A . @ a=2 | c |
b \?/\J' }I\J b’\? G}\J’ ®\? &N +'\.'-' ‘%.\J' @ w
» Algebra o (X | » Grafik X

® f(x) = x*— 2x— 4 cos(x)
® F(x) =Asin(x)+2x—-2
@® A=({0.3375837049452, -0.000000000

< | 1 3

(6D
WS

L1

Eingabe:|
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G711

G712

G713

G714

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

)AL

A
L

.

[N
i,.)-

o

©

o

Ol <

-~

a=2
——
&

b Algebra = X
® f(x) = x*— 2x— 4 cos(x)
® f'(x) = 4sin(x)+2x—2
® f'(x) = 4 cos(x)+2

k1 =0

4 1 | »

Eingabe:

b CAS

Lése(f(x)=0x)

2
& =2 ky T —
{x 1=

| » Grafik

2
fr,x=2k17r—i-3 fr}

e

Ja, f besitzt Wendestellen, und zwar unendlich viele. Jede Nullstelle von f* ist, wie der Graph
zeigt, eine lokale Extremstelle von f. Das CAS kann diese Nullstellen exakt berechnen. Es

handelt sich dabei um jene Winkel (im Bogenmalf3), deren Cosinus gleich —§ ist.

|

13

m

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
— |l = 15 7 — —
=] = | v |5 ) "y x= x=

)

T or o

wurfweite(a):=2v*2/g sin(a)cos(a)

1 cos (o
-+ wurfweite(ax) 1= 2 vl sin(cx) A
Lése(wurfweite'(a)=0, a)

2

1 Ky 7+ 1
4+ fo= T ™
2 2Ty
wurfweite™(pi/4)

3 vl

I
g
Eingabe:

Unter den unendlich vielen formalen Lésungen (ki steht flr eine beliebig wahlbare ganze Zahl)
ist 7, also 45°, die gesuchte.

a) Lokales Maximum bei x = 0, zwei Wendestellen bei x = i?, Asymptote = x-Achse.
b) Lokales Minimum bei x = 0, keine Wendestellen, Asymptoten y = +x.

c) Lokales Maximum bei x = 0, zwei Wendestellen bei x = ig, Asymptote = x-Achse.

GeoGebra hélt bei der ersten Berechnung y konstant und differenziert nach x, bei der zweiten

umgekehrt.
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G 8.02

G 8.03

2

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

AL D OO L N2 .
b "/':-,- 3 ¥ 3 ¥ a2 7 ‘_:H-a ' ’:‘
» Algebra X | » Grafik (<

x?
® f(x) = 1 +x
® P=(1.16,154)
® A=(0,0)
® B=(2,4)
® sekante:-2x+y=0
@ tangente:y=2x-0.77

tangente

Eingabe: ;| @
Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

ALAI D OO L N2 .,
. b L) /J L) - L) s o a ‘_I_.-.J . ’:‘
k Algebra ] | » Grafik

||
®fx)=2-: 2
(x) i
® A=(1,-1)
® B=(1,1)
® ax+y=0
4
P - -2 2 4
A
f -

Eingabe:

Fy
St

Die Funktion f ist an der Stelle 0 nicht definiert. Man kann zwar nachtraglich f(0) festlegen, um
eine Uberall definierte Funktion zu erhalten, aber diese Funktion ist — egal wie f(0) gewahlt wird
— unstetig. Der Mittelwertsatz der Differentialgleichung verlangt aber, dass f differenzierbar ist.

Daher ist er hier nicht anwendbar.
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G 8.05

G9.03
G9.04

G9.05

2

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

N RN ols N E e
[ | [ — v v v o) [L* v v : *
* CAS B4 | » Grafik &
T T
T i 1
1
hix):=abs(x-1W{x-1) = 8 :
1 1
x—1| :
] h(x) := | i
x—1 7 1
1
1
5 | Grenzwer(htxx1) :
& '
407 1
1
'
3 LinksseitigerGrenzwert(h(x)x,1) 5 :
1
| '
i
i 1
4 RechtsseitigerGrenzwert{h(x)x,1) : 4
= []
- 3 1
1 A '
1
5 px)=exp(-1/sin(x)) E
.1 2 1
L ] - p(x) P 1
'
i
§ | Grenzwer(poxpi . ¢ -
1 '
407 ! '
L 1
g1 'Tr —]
7 LinksseitigerGrenzwert(p(x), xpi) 1 0 :' 1 i P g
1 1
o 1 :
L l]h :
8 RechtsseitigerGrenzwertpix), x, pi) :
1
+ -2 I
o0 - '
Eingabe: 7)

a) funktioniert wie in Aufgabe G8.04, mit x durch —x ersetzt.

b) und c) werden gezeigt.

moglicher Funktionsterm:

K(x) = 0.00012x* — 0.04232x* + 5.97727x + 118.56092

moglicher Funktionsterm:

K(x) = 0.00001x> + 0.00338x* + 0.96141x + 353.2458

Betriebsoptimum x,,; = 500
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G 9.08

2

a)

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

c
!> s *ll|la=2
E X\i’ /././\i' J’\i’ il ®U’ O'J &\I N +\i' ‘%.U #
b Algebra X | » Grafik
® a=100 K00 a=100
® Ki(x) = x*— 1257+ 60x +100, ((0) <x < (= (]
50
< > 0 2 4 5 2
Eingabe:| x ®

b)

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

[R] A1 U D OO L)

B

xq a=2

.
Lel Lel i) ie)
» Algebra | » Grafik X
® a=100 K[, E() a=100
a
® Ki(x) = x*— 12x2460x +100, ((0) <x < (= L]
® b=43 350 h=43
® E(x) =43x, (0<x<x) -®
300
250
200
150 K,
100
50 E
< > o 2 T & B
Eingabe: ¥ @
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2

c)

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
!> ® | a=2
a
XJ/./.’\J)(\J \J'@\?@G‘A:JN_._\J‘%.U
» Algebra » Grafik
® a=100 K_ (0, E). G¥) a=100
3 2 500
® Kix) = x*—12x2 4+ 60x+100, (0<x<oc) -®
® b=43 b =43
® E(x) =43x, (0<x<c0) -
400
® G(x) = Wenn(0 < x < 00, 43x) —Wenn(0 < x <
® A=(537,0)
® B=(8.750)
300
200
a
100 £
X
i
100
-200
< >
Eingabe:| 1] ©

Wenn a steigt/fallt, dann verkleinert/vergroRert sich der Gewinnbereich. Wenn b steigt/fallt,

dann vergréRert/verkleinert sich der Gewinnbereich.
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G 9.09

G 10.10

2

a)

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

A . A 5 C
[R] oA~ D] @, 0 &[N ) @) s
- Algebra # | » Grafik b
==l fiv a=25
Funktion -.
1 \ 1600 E ax
""" ® E(x) = (—55x+50)
1 1400
..... G = [ = 50
® Gl) = 55 x+50)
1 3 1 1200
..... Kix) = —— »3_ —
® KCJ = J500 ¥ ~20 "
R 2
..... ® Ks(x) 1ono x 20 x 1000
..... ® K.(x) fong X° — 35 X = ot
----- p(x) = — x + 50 /
2.5 g00
Punkt
..... ® B -(25638)
..... ® B,,=(8303,1938) 400 Giix
..... i Emax=ﬁ52.5,1562.5}
..... ® 6__ -(505350.12) 200 B
zahl = 1K Bopt
...... ® a=25 i -
0 3 an &0 0 100 120 140 160 180
< > -\ E G
Eingabe:

Werte fira = 2,5

b) Das Gewinnmaximum und das Erlésmaximum andern sich, wenn sich der Wert von a dndert.

a) Ja, die Punkte mit den Koordinaten Produktionsmenge und Kosten liegen annahernd auf
einer Geraden. Der Term der Trendgeraden lautet: K(x) = 5,25 - x + 1005,24

b) Ein moglicher Term fiir eine Kostenfunktion als Polynomfunktion dritten Grades lautet:
K(x) = 0.0001x®> — 0.0437x* + 7.6301x + 1017.8297

c) BEP;, = (99,21|1488,15), BEP, = (381,63|5724,4), Produktionsmenge fiir einen
maximalen Gewinn: 262,26, Kostenkehre: 99,22

d) Alle obigen Kennzahlen verandern sich.
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G 11.02 Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe Anmelden

1 | 18
-+ 6402373705728000
% Binomialkoeffizient(18, 3)
-+ 816
3
Eingabe:| @

G 11.06 EI '_:1 z

Tl T A

Werteilung  Statistik

k PR=K)
007828 |~
1| 0.1957
2 | 0.0204
— T T T T T
o 1 2 3 4 5 & 3 0.0011
p=024 o=048 |4|p v
L/ Binomial v
n p 004 |
48[
P(|1 |=x)= 02172 |
Hans muss mit P(X=2) = 0,2172 mindestens einmal abwaschen.
p=0,24;,0=048
G 12.02 Diatei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe Anmelden
1 — 15 7 _ _ - 2 c
_| = v g (L) N X=|X= flg‘i'—‘;, u @ 2
- T i
[(1+20)+(3-4i) ~
1
- 4 =2i
[(1+20)-{3-4i)
2 Il
-+ =246i 4
[(1+20)5(3-4i)
3
- 11421
[(1+20)(3-40)
4 —142i
.
5 v
Eingabe: @
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